
كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

نزوليموضوع: و صعودي توابع

نزولي و صعودي :توابع
بازهf(x)تابع در هر)b,a(را ازاي به هرگاه گويند b,a(x,x(كهxصعودي ∈21:)x(f)x(fxx 1212 اگر<⇒≤

هرگاه: گويند نزولي x(f)x(fxx(و 1212 اگر<⇒≥

بازهf(x)تابع در هراكيدصعودي)b,a(را ازاي به هرگاه b,a(x,x(كهxگويند ∈21:)x(f)x(fxx 1212 اگر<⇒<

نزولي هرگاه:اكيدو x(f)x(fxx(گويند 1212 اگر<⇒>

تابعقضيه: بازهfاگر هرگاهمشتق)b,a(در است صعودي بازه اين در آنگاه باشد، :∋b,a(x(برايپذير باشيم نزوليx('f(≤0داشته و

هرگاه .x('f(≥0است



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

نزوموضوع: و صعودي ليتوابع

بوتوجه: نزولي يا صعودي تشخيص براي فوق قضيه از توان مي بازهم باشد، صفر برابر مشتق داراي بازه) يك طول در (نه محدودي نقاط در تابع دناگر

تابع در مثلاً كرد. استفاده xsinx)x(fتابع +=

xcos)x('f += 1

اس صفر برابر محدودي نقاط در ميمشتق (اكيد) صعودي تابع اما اگرت پس عدد`fباشد برابر بازه يك در تابع آيا كه كنيم بررسي بايد شد، صفر برابر

است. شده صفر آن مشتق محدود نقطه يك در يا است بوده ثابت
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كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

نموضوع: و صعودي زوليتوابع

دامنهنكته: از قسمتي در تابع نمياگر نزولي يا صعودي را آن باشد، نزولي ديگرش قسمت در و صعودي نزولي)اش نه صعودي (نه گويند.

دامنه تمام در تابع مشتقاگر نمياش باشد) نداشته وجود مشتق نقاط از بعضي در اگر (حتي نباشد بهپذير پي مشتق علامت تعيين از توان

برد.صعو آن بودن نزولي يا دي

توابعنكته: باشندgوfاگر نزولي دو هر يا صعودي دو هر ،fogباشد نزولي ديگري و صعودي آنها از يكي اگر و است.fogصعودي نزولي

( ) ( ))x(gf)x(gf 12 ≤⇒
� �2 1

2 1 2 1 2 1

X X

x x g(x ) g(x ) f (X ) f (X )> ⇒ ≤ ⇒ ≤:gو صعوديfنزولي

باشندمشتقfogوgوfاگر :پذير

( ))x(g'f'g)'fog( =

مثبت ــي(صعودي) منف ــي→ منف نزولي× نزولي-:

مثبت مثبــت(صعودي) مثبــت→ صعودي× صعودي-:

منفي ــي(نزولي) منف مثبــت→ نزولي× صعودي-:



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

نسبيموضوع: مينيمم و ماكسيمم نقاط

(اكسترمم-2 نسبي مينيمم و ماكسيمم نسبي)نقاط :هاي
تابع نقطهfاگر اطراف در بازه يك نقطهcدر آنگاه باشد، شده مينcتعريف گويند،را بازه اين در تابع نسبي تماميمم براي اينxهرگاه هاي

c(f)x(f(بازه تمام≤ براي هرگاه نامند نسبي ماكسيمم بازهxو اين x(f)c(f(هاي ≥.

نقطه همسايگي يك در بايد تابع حتماً كه كنيد اطرافcدقت در بازه استcكهc(يك شده واقع آن باشد.)درون شده تعريف

:تذكرات
تابع)1 بستهfاگر بازه باشد]b,a[در شده نقاطتعريف در تابع استbوaچون نشده تعريف طرف يك نقاط،از اين در لذا

باشد.نمي داشته نسبي اكسترمم تواند



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

نسبيموضوع: مينيمم و ماكسيمم نقاط

ن)2 اكسترمم نقاط در تابع ندارد مشتقلزومي يا پيوسته باشد.سبي پذير

minنسبيmaxنسبيmaxنسبي

تابع در k)x(fمثلاً مينيمم)= هم ماكسيمم (هم است نسبي اكسترمم نقطه هر ثابت) (تابع

تابع براي x[)x(f[و نقاط= است. نسبي اكسترمم نقطه نقاط∋Zxهر و نسبي ماكسيمم نسبي∌Zxفقط ماكسيمم هم و مينيمم هم

است.

نسبيmaxفقط

همmaxهم و نسبيminنسبي



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

نسبيموضوع: مينيمم و ماكسيمم نقاط

تابعد x[x)x(f[ر نس∋Zxنقاط=− مينيمم هستند.فقط بي

است.∌Zxنقاط نسبي مينيمم نه و ماكسيمم نه

تابعقضيه: نقطهf(x)اگر همسايگي نقطهمشتقcدر در و نقاط) همه (در باشد آنگاهcپذير باشد داشته نسبي .c('f(=0اكسترمم

نقطه در اكسترمم وجود لازم شرط شرط، وcاين استاست ممكن زيرا نيست كافي نقطهc('f(=0لي در تابع اما نسبيcباشد اكسترمم

باشد. Cنداشته

0=)x('f



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

نسبيموضوع: مينيمم و ماكسيمم نقاط

نقطه كه آن براي كافي xشرط = cمشتق تابع نسبي اكسترمم كهباشدfپذيرنقطه است نقطهc('f(آن اطراف دهد.cدر علامت تغيير

مشتق توابع در نسبي اكسترمم آوردن دست به براي ريشهلذا است كافي حولپذير تابع اگر آوريم. دست به را تابع مشتق نقطةيريشههاي ، نقطه داد علامت تغيير مشتق

ثا تابع از غير به ). است هماكسترمم همواره و است اكسترمم نقاطش تمام كه ريشهc('f(=0بت اگر لذا اكسترمماست) آمده دست به نقطه بود، فرد مرتبه از اي

نمي نسبي اكسترمم نقطه بود، زوج مرتبه از آمده دست به ريشه اگر و است تابع باشد.نسبي

فرم به توابعي در x(g)ax()x(f(مثلاً n2−=شرط نقطهa(g(≠0با ،ax مي= تابع نسبي اكسترمم نقطه باشد.طول

( ))x('g)ax()x(gn)ax( n −+−= − 212)x('g)ax()x(g)ax(n)x('f nn 2122 −+−= −

axلذا و= است مشتق فرد مرتبه ميf'ريشه علامت تغيير آن اطراف دهد.در

)در تابع نمودار رسم با مثلاً ؟( نه يا كند مي صدق اكسترمم تعريف در نقطه آيا كه كنيم تحقيق بايد ناپذير مشتق توابع

ميقرارداد: گفته كه ميهنگامي اكسترمم نقطة طول منظور اكسترمم نقطه ميشود خواسته اكسترمم فقط كه هنگامي اما منظورباشد ميyشود اكسترمم درباشد.نقطة

دادنمثال قرار با فوق ميxهاي متغير جاي آورد.به دست به را نسبي اكسترمم توان

0<'f0>'f

0>'f
0<'f

C

C



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

اكسترممموضوع: نقاط عرض كردن ...پيدا

آنها طول يافتن بدون تابع نسبي اكسترمم نقاط عرض كردن :پيدا
تابع بر مماس خط كه توابعي محوردر موازي اكسترمم نقطه ميxدر دستهاست به مستقيم صورت به را نسبي اكسترمم نقطه عرض توان

آورد.

خط منظور اين yبراي = kمي قطع تابع با ميرا تحقيق را آن داشتن مضاعف ريشه شرط و شوددهيم تحقيق است لازم اينجا در (البته كنيم

در تابع نسبيyكه اكسترمم آمده دست نه)به يا دارد

فرمنكته: به توابعي در
'cx'bx'a

cbxaxy
++
++

= 2

2
داريم: باشد، مينيمم يك و ماكسيمم يك داراي تابع كه صورتي در

'c'a'b
acbyy minmax 4

4
2

2

−
−

=
∆
∆

=×
صورت
مخرج



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

كسريخاصيتموضوع: توابع مهم هاي

كسريخاصيت-4 توابع مهم :هاي
مشتق صورت در كسري توابع هوپيتالدر در نقطه اين مختصات باشد، نسبي اكسترمم نقطه داراي تابع اگر كسر مخرج و صورت بودن پذير

مي صدق نيز كند.تابع

اگر
0

0

y
x

تابع نسبي اكسترمم
)x(g
)x(fy داريم:= باشد،

)x('g
)x('fy,

)x(g
)x(fy

0

0
0

0

0
0 ==

: اثبات

0 0 0 0 02 0 0x
f (x) f (x).g(x) g (x).f (x)y y f (x )g(x ) g '(x )f (x )
g(x) g (x)

′ ′−′ ′= ⇒ = = → − = 0 0

0 0
0

f '(x ) f (x )
g'(x ) g(x )

⇒ = =



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

كسريخاصيتموضوع: توابع مهم هاي

فرمنكته: به توابعي در
'cx'b

cbxaxy
+
++

=
2

نقا بين واصل خط تابع هوپيتال باشد، داشته اكسترمم تابع كه صورتي تابعدر اكسترمم ط

تابعباشد.مي هوپيتال زيرا
'b

baxyH
+

=
مي2 چون و است خط مييك صدق تابع هوپيتال در اكسترمم نقاط تابعدانيم (چون كند

مي اكسترمم نقاط بين واصل خط تابع) (هوپيتال خط همين لذا است) ميكسري نيز تابع تقارن مركز از كه آن ضمن گذرد.باشد

:د است حالت دو اين از يكي به اكسترمم وجود صورت ر



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

مطلقموضوع: مينيمم و ماكسيمم

: مطلق مينيمم و ماكسيمم
0xنقطه I∈تابعينقطهرا مطلق بازهfماكسيمم تمامIدر براي هرگاه Ix:)x(f)x(fنامند نقطه0≤∋ گويند0xو مطلق مينيمم را

تمام براي Ix:)x(f)x(fهرگاه ∈≥ 0.

: نكات
اكسترمم)1 تعريف مطلقدر باشدميIبازه،هاي بسته بازه يك ميتواند نيز بازه انتهاي و ابتدا باشند.لذا مطلق اكسترمم تواند

اكسترمم)2 (هايتعداد يكتاست وجود صورت در مطلق اكسترمم اما ندارد محدوديتي اكسترممنسبي فردعرض به منحصر مطلق هاي

نسبيmaxاست). و مطلق

minنسبي

maxنسبي
maxنسبي

minمطلق
minنسبي

maxy

miny



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

مطلقموضوع: مينيمم و ماكسيمم

نيز)3 نسبي اكسترمم نباشد، بازه انتهاي يا ابتدا كه صورتي در مطلق اكسترمم بودخنقطه .واهد

تابع)4 بازهfاگر ]در a , b]صورت اين در باشد، اماfپيوسته بود، خواهد مطلق مينيمم يك و مطلق ماكسيمم يك داراي حتماً بازه اين در

باشد. نداشته نسبي اكسترمم است ممكن

اكسترمم)5 آوردن بدست اكسترممبراي ابتدا تابع مطلق ميهاي پيدا را نسبي اكسترممهاي مقادير سپس و نسبيكنيم (ابتداي(yext)هاي با را

بازه)fبازه) (انتهاي ميfو مقدارمقايسه بيشترين مقدار،كنيم. كمترين و بود.،ماكسيمم خواهد مطلق مينيمم

يكنوا)6 اكيداً توابع ميminوmaxدر دست به بازه انتهاي و ابتدا در آيد.مطلق

minمطلق

maxمطلق

minنسبيمطلق و

maxنسبيمطلق و



كتاب: عموميرياضيعنوان

مشتق:4فصل كاربردهاي

مطلقموضوع: مينيمم و ماكسيمم قضاياي

مطلق مينيمم و ماكسيمم :قضاياي
حاصل)1 است، ثابتي مقدار (مثبت) متغير دو جمع باشند.وقتي برابر هم با كه است ماكسيمم وقتي آنها ضرب

Lyxثابت =+

2xLx)xL(xxy)x(f −=−==

4

2LfMax =⇒yLxxL)x('f ==⇒=−=
2

02

Lbyax كلي+= حالت در :
2

4
LMax f
ab

⇒ =
2
Lf xy Maxf :ax by= → = =

: تساويتذكر كه صورتي در
2
Lbyax نباشد،== byaxمقدور مي− مينيمم كنيم.را

L

L



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4صلف كاربردهاي

مطلقموضوع: مينيمم و ماكسيمم قضاياي

آنگاه)2 باشد، ثابتي مثدار مثبت متغير دو حاصلضرب yxاگر كه+ است مينيمم Lyxوقتي ==

باشد)3 ثابتي مقدار مثبت متغير دو مجموع Qm,n(ba(هرگاه mn ما∋ كه:وقتي است كسيمم
m
b

n
a
=

a b L+ =

1 1 0n m n m n mf a (L a) f ' na (L a) a m(L a)− −= − → = − − − =

( ) 01 1 0 0a,bm n nL a L(L a) a n(L a) ma nL na ma a
n m n n m

≠− −⇒ − − − = → − − = → = → =
+ +

nL mL b L a bb L
n m n m m n m n m

= − = → = ⇒ =
+ + +

وbوaاگر)4 باشند مثبت متغير مينيممmnbaدو آنگاه باشد، ثابتي baمقدار ا+ كههنگامي ست
m
b

n
a
=.



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

بحرانيموضوع: نقطه

بحراني :نقطه
نقطه∋fDxنقطه آن در يا هرگاه نامند بحراني ناپيوستگيx('f(را نقاط (مانند باشد نداشته ابتدا-وجود جز بازهبه انتهاي ،-و

يازاويه و قائم) عطف بازگشت، باشد.x('f(=0دار،

:تذكرات
نقطه)1 حتماً نسبي اكسترمم نقطه نيست.هر نسبي اكسترمم لزوماً بحراني نقطه هر اما هست نيز بحراني اي

و)2 ابتدا كه آن مگر هستند بحراني حتماً نيز مطلق اكسترمم براينقاط واقع در باشند، گرفته قرار بازه مطلـقيافتنانتهاي مينيمم و ماكسيمم

هم با را بحراني نقاط عرض و آورده دست به را آن بحراني نقاط بايد تابع بازهيك انتهاي و ابتدا عرض با كنيم.و مقايسه

ني اكسترمم ولي هست ست.بحراني



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

بالاتموضوع: مراتب رمشتق

بالاتر مراتب :مشتق

تابع اگر نقطهfديديم باشدمشتق0xدر پذير
( ) ( )

'( ) lim 0 0
0

0h

f x h f x
f x

h→

+ −
بازهمي= در تابع كه صورتي در و صورتمشتقIباشد به آن مشتق تابع باشد، پذير

مي تعريف شود:زير

( ) ( )'( ) limdf f x h f xf x
dh hh

+ −
= =

→ 0

تابع بازهf'اگر بامشتقIدر را آن مشتق باشد، ميx(''f(پذير تعريف زير صورت به و داده كنند:نمايش

( ) '' '( ) '( )''( ) lim

dfddf d f f x h f xdxf x
dx dx hdx h

′ + −
= = = =

→
2

0



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

بالاترموضوع: مراتب مشتق

:nمشتق مهم توابع برخي ام
( )

( ) ( )
n

n dff x
dx

−
=

1

n n (n) (n )f (x) ax bx ... c f (x) an! f (x)− += + + + → = → =1 1 0
( ) sin( )n n ny a ax b π

⇒ = + +
2

( ) sin( )f x ax b= +

( ) cos( )n n ny a ax b π
⇒ = + +

2
( ) cos( )f x ax b= +

( ) ( ) !( )
( )

n n
n

n
k n ay

ax b +
−

⇒ =
+ 1

1( )
( )

kf x
ax b

=
+

! !k k k k k
x x x x x

− −
→ → → →2 3 4 5

2 3 4



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

تابعوضوع:م تقعر جهت

تابع تقعر :جهت
تابع بازهf'اگر تقعرIروي جهت باشد صعودي اكيداً بازهتابعهمواره اگرIروي و است مثبت تابع تقعر يا بالاست به نزوليf'رو اكيداً

تا تقعر يا است پايين به رو تابع تقعر جهت ميباشد است. منفي دادبع نشان مماستوان خطوط هرگاه است مثبت بازه يك در تابع تقعر

باشند داشته قرار تابع زير همواره تابع منفيبر باشند.و داشته قرار تابع بالاي تابع بر مماس خطوط كليه هرگاه است



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

تاموضوع: تقعر بعجهت

تابع بازهf'اگر بامشتقIروي را آن مشتق باشد، f)(ياf''پذير مي2 دهند.نشان

تابعقضيه: بازهf'اگر آنگاه:مشتقIروي باشد پذير

⇐<0اگرالف) )x(''fت بالاستجهت به رو منحني .قعر

⇐>0اگرب) )x(''f.است پايين به رو منحني تقعر جهت

0>′′f

0<′′f



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

عطفنقطهموضوع: ي

:نقطه عطف ي

نقطه
)c(f

c
هرگاه: نامند تابع عطف نقطه را

1(fDc∈

اطراف)2 در تابع تقعر كند.cجهت تغيير

باشد.)3 داشته فرد) به (منحصر واحد مماس نقطه اين در تابع

نيست عطف



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

عطفنقطهموضوع: ي

محورتذكر: موازي عطف نقطه در تابع بر مماس خط اxاگر و افقي عطف را، عطف اصطلاحاً باشد محورها موازي راyگر آن باشد، ها

مي مايل عطف را آن صورت اين غير در و قائم نامند.عطف

. كند مي تغيير مشتق علامت قائم عطف نقطة اطراف در

f (a )−′ = ∞

f (a )−′ = −∞

f (a )+′ = ∞

f (a )+′ = −∞



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

عطفنقطهموضوع: ي

بحراني نقاط است كافي عطف نقاط يافتن (برايf'براي كنيم بررسي را واحد مماس وجود و تقعر جهت تغيير نقاط اين در سپس و آوريم دست به را

غيرقائمعطف بحراني-هاي نقطة عطف نقطة قائم عطف در fچون ′.( شود نمي محسوب
3 x)x(f =

0x نميf'رانيبحنقطه= شودمحسوب
3 2

1 0
3

f 'f '(x) D { }
x

= = −�

نقطهf''اگر نقطهدر اصطلاحاً را نقطه اين نكند، تغيير نقطه اين اطراف در تقعر جهت اما باشد داشته واحد مماس تابع و شود صفر »مپلا«اي

4xyنامند.(مانندمي =(

: نكات
فردريشه)1 مرتبة ريشهf''=0هاي و عطف نقطه نقطهطول طول آن زوج مرتبة باشد.مپلاهاي مي

معادلهريشه)2 زوج مرتبة ميf'=0هاي تابع افقي عطف نقاط باشد.طول

بودنx(''f(=0شرط)3 عطف نقطه كافي.x0براي نه و است لازم نه

است نكندx(''f(=0ممكن تغيير تقعر جهت نيست.←اما كافي

است نقطهx(''f(≠0ممكن نقطه، قائم)اما عطف (مانند باشد عطف نيست.←ي لازم



عموميكتاب:عنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

عطفنقطهموضوع: ي

فاصله)4 در تابع و]b,a[اگر باشد ==0پيوسته )b('f)a('fنقطه باشد داشته دوم مشتق فاصله اين در تابع مانندو بهcاي دارد وجود

كه تابع.c(''f(=0طوري مشتق(يعني بار نسبيدو اكسترمم دو هر بين داشت).پذير خواهد عطف نقطه يك حتماً

نقاط در شيب است كافي نكته اين در : بدانيد .bوaبيشتر باشد برابر

تابع مشتقfنكته: بار دو ميرا هرگاهپذير fناميم fو′ باشن′′ د.موجود

مي)5 عطفاصطلاحاً نقطه در منحني بر مماس خط ميگويند عبور منحني پايينكنداز منحني از قسمتي و خط بالاي منحني از قسمتي زيرا

مي مماس باشد.خط

فرم)6 به توابعي x(g)xx()x(f(در n 12
0

كه=−+ آن شرط 00و∋INnبه ≠)x(g0هنقطxx مي= تابع عطف نقطه طول باشد.،



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

مشتقآزمونموضوع: هاي

(آزمون-10 مشتق توابعهاي مينيمم از ماكسيمم تشخيص :)روش
تابع نقطهx(f(اگر 0xxدر نقطهپمشتق= اين در و باشد 00ذير =)x('fروش از آنگاه مينيممشود، يا ماكسيمم تشخيص براي زير هاي

مي استفاده تابع كنيم.بودن

اولآزمون :مشتق
اطراف در 0xxاگر علامت= راست به چپ سمت از تغf'و مثبت به منفي اگرياز و مينيمم نقطه نقطه، كند، تغييرير منفي به مثبت از

مي ماكسيمم نقطه نقطه، باشد.كند،

min
0<'f 0>'f

00f '(x ) =

max

00f '(x ) =

0<'f0>'f



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

مشتقآزمونموضوع: هاي

:تذ كرات
علامت)1 اطرافf'اگر تابعx0در نكند، 0xينقطهدرfتغيير x=.ندارد اكسترمم

نقطه)2 در تابع كه حالتي بيx0در آزمون نباشد، است.پيوسته نتيجه

نقطه)3 در تابع است:مشتقx0اگر بامعني آزمون اين حالت دو در نباشد، پذير

ميالف) علامت تغيير نيز مشتق و دارد اكسترمم تابع همواره بازگشت نقاط (ازدر بالعكس)−∞به∞دهد يا

زاويهب) نقاط ميدر علامت تغيير مشتق باشد، داشته اكسترمم تابع اگر دهد.دار

f '(a ) f '(a )− += ∞ = −∞f '(a ) f '(a )− += −∞ = +∞



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

مشتقآزمونموضوع: هاي

دوم مشتق :آزمون
تابع نقطهx(f(اگر 0xxدر مشتق= و وپيوسته باشد 00پذير =)x('fدر نيز تابع دوم مشتق 0xxو اگر= آنگاه باشد، موجود

0)('' 0 >xf،باشدx0اگر و مينيمم '')(0نقطه 0 <xf،0باشدxمي تابع ماكسيمم باشد.نقطه

min 0<′′f0>′′f

00f '(x ) =

max

00f '(x ) =



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

مشتقآزمونموضوع: هاي

:اتتذكر

حالت)1 '')(0در 0 =xfبي آزمون (ماننداين است 4xyنتيجه عطف= نقطة نه دارد مپلا نقطة )كه

ني)2 حالت اين اگردر بيfز آزمون نباشد، است.پيوسته نتيجه

(ماننددر)3 باشد ماكزيمم نقطه اما باشد مثبت دوم مشتق علامت است ممكن .يعني است نتيجه بي آزمون اين از استفاده ناپذير مشتق نقاط

آزمون اين از استفاده دار زاويه نقطة مانند نقاطي در بازگشت). است.بينقطة نتيجه

Minآنكه وجود با fاست است.′′ داده علامت a(f)a(f(!!تغيير

)a('f)a('f

0>+′′=−′′

∞=+∞=−

0

f (a ) f (a )

f (a ) f (a ) !!

− +′′ ′′= −∞ = −∞
− +′′ ′′= <



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

مشتقآزمونموضوع: هاي

مقايسه :آزمون
مشتق (چه تابعي هر در نقطه يك بودن مينيمم يا ماكسيمم تشخيص مشتقبراي چه ميپذير باa(f(توانناپذير) a(f(را ε+و)a(f ε−

مشتق نقاط در يا و براكت) (مانند ناپيوسته توابع در بيشتر آزمون اين كرد. (مانندمقايسه داريم شك آن بودن اكسترمم مورد در كه ناپذيري

زاويه مينقطه كار به رود.دار)

تستتوجه: در اوقات براگاهي مقايسهها و بازگشت از قائم عطف نقطه تشخيص ميي قبيل اين از دومهاي مشتق كردن پيدا جاي به توانيم

كنيم. استفاده مقايسه آزمون از



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

درجهموضوع: تابع نمودار 2يرسم

درجه تابع نمودار cbxaxy:2يرسم ++= 2

است.)1 پيوسته همواره

معادله)2 حل ميy'=0از حاصل زير ترتيب به اكسترمم نقطه و تقارن محور شود:،

تقارن :محور
a
bxbax'y

2
02 −

=→=+=

2
2

4
4 4

bx
a

S
b acy

a a

= −

− ∆
= − = −

0 0f '(x ) =

min 0<a0>a
max

0 0f '(x ) =



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتقكاربردهاي:4فصل

درجهموضوع: تابع نمودار 2يرسم

قرينه)3 تقارن محور به نسبت قرينه نقاط همشيب است.ي يكسان عرضشان و است

2 2
2
by ' ax b a(x )
a

= + = +

1 0 02
2

bx x y ' ax
a
−

= + → =

2 0 02
2
bx x y ' ax
a
−

= − → = −

محور موازات به تقارني محور كه توابعي كلي حالت مانندyدر دارند زوجتواها منحنيبع تقارنشيب محور به نسبت قرينه نقاط قرينة،در

است.هم

درجه)4 توابع قرينه2در تقارن، محور به نسبت ريشه دو اند.،

2
bx
a

= −

xo xo

m-n



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

درجهموضوع: تابع نمودار 3يرسم

نمودار-12 درجهرسم dcxbxaxy:3تابع +++= 23

منحني)1 عطف نقطه
a
bx

3
−

باشد.مي=

كه)2 آن به توجه cbxax'yبا ++= 23 است:2 ممكن منحني مورد در زير حالات از يكي

0>∆ 'fالف)

0=∆ 'fب)

0<∆ 'fج)

0a > 0a <



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

درجهموضوع: تابع نمودار 3يرسم

مي)3 عطف نقطه از كه خطي هر لذا است منحني تقارن مركز عطف مينقطه تقسيم مساوي قسمت دو به تابع توسط شود:گذرد

استنتيجه: تابع اكسترمم دو وسط عطف نقطه

2
minmax xxx +

عطف=

2
minmax yyy +

عطفعطف=

Max

Min

عطف



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

درجهموضوع: تابع نمودار 3يرسم

محور)4 موازات به خط دو باشد، اكسترمم دو داراي تابع ميxاگر محورها موازات به خط دو و كرد مماس آن بر ميyتوان آنها بر توان

از: است عبارت آنها فاصله كه كرد عمود

Max

Min

|xmax-xmin|

ymax-ymin

Max

Min



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

هموگرافيكموضوع: نمودارتابع رسم

نمودار-13 هموگرافيكرسم تابع
dcx
baxy

c
dx,c

+
+

=−≠≠ 0

خاص: حالات

استc=0اگرالف) راست خط يك نمودار باشد،
d
bx

d
ay +=

اگرب)
d
b

c
a
محور= موازات به ثابت تابع يك تابع ،xستها.

است) مخرج از ضريبي صورت واقع (در
c
dx −≠



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

هموگرافيكموضوع: نمودارتابع رسم

:نكات
مجانب)1 تلاقي محل تابع تقارن استمركز آن .هاي

از:)2 عبارتست تابع تقارن محورهاي (معادلات
c
dx(

c
ay +±=−

3(2
ad bcy '

(cx d)
−

=
+

از:)4 عبارتست تابع جديد معادله دهيم، انتقال تقارن مركز به را مختصات محورهاي اگر

X
c

adbc

Y
2
−

=

0ad bc− > 0ad bc− <



كتاب: عمومعنوان يرياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

هموگرافيكموضوع: نمودارتابع رسم

مجانب)5 از هموگرافيك تابع روي نقطه هر فواصل باحاصلضرب است برابر :ها

2c
adbc'MHMH −

=×

شاخه)6 هر روي هموگرافيك يكنواستتابع اكيداً دامنهاش روي مياما غيريكنوا .باشداش

M

x

y y

H′

H



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

مثلثاتيموضوع: توابع نمودار رسم

نمودار مثلثاتيرسم :توابع

|a|
TCotaxy π
==

|a|
Taxtany π
==

|a|
Taxcosy π
==
2

|a|
Taxsiny π
==
2

a
π

a
π−

a
π2

a2
π

a2
3π

a2
π−

a2
3π−



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

كسريتوابعرسمموضوع:

فرم به توابع
'cx'bx'a

cbxaxy
++

++
= 2

2
:

صورت:)1 به تابع اين مشتق

2

2 2

)'cx'bx'a(

cb
cb

x
ca
ca

x
ba
ba

'y
++

′′
+

′′
+

′′
=

=0اگر)2
′′ ba

ba
است: زير حالت دو از يكي به آن نمودار باشد. نداشته ريشه تابع مخرج و

عطفعطف

Max Min

عطفعطف



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

كسريتوابعرسمموضوع:

≠0اگر)3
′′ ba

ba
نمود شكلباشد از يكي به تابع باشد).ار نداشته ريشه (مخرج است: زير هاي

عطف عطف



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

كسريتوابعرسمموضوع:

نمودار فرمرسم به 0توابع
2

≠
+
++

= 'b
'cx'b

cbxaxy

اس زير صورت دو از يكي به كه است مايل هذلولي يك فوق تابع ت:نمودار

دارد ريشه دو الف)مشتق

ندارد ريشه ب)مشتق

است. قبل فرم مشتق همان دقيقاً فرم اين مشتق

0>'ab
0<'ab

0>'ab

0<'ab



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

كسريتوابعرسمموضوع:

: نكات
مجانب)1 تلاقي مجانبمحل نيمساز و تقارن مركز ميها تقارن محور باشد.ها

ت)2 ميهوپيتال تقارن مركز از ميابع عبور نيز اكسترمم از هوپيتال باشد، اكسترمم داراي تابع اگر و كند.گذرد



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

كليموضوع: حالت در نمودار رسم

: كلي حالت در نمودار رسم
م دست به تابع دوم و اول مشتق تغييرات جدول از كه اطلاعاتي مييبا نماييآوريم رسم كلي حالت در را تابع نمودار بهمتوانيم توجه اما .

تست اغلب زيردر مياطلاعات درست گزينه انتخاب باعث گردد.ها

تابع)1 دامنه

تابعريشه)2 هاي

تابع)3 بودن فرد يا زوج

بودن)4 متناوب صورت در تابع تناوب دوره

نزوليبازه)5 و صعودي هاي

وجودرمماكست)6 صورت در تابع هاي

وجود)7 صورت در عطف نقاط و تقعر جهت

هامجانب)8

مشتق)9 زاويهنقاط و بازگشت مانند: دارناپذيري



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

نمودارهايموضوع: بين f,'fارتباط

نمودارهاي-18 بين :f,'fارتباط
كه صورتي داريم:f'در باشد داشته وجود بحث مورد نقاط در

.باشدميf'هايريشهfهاياكسترمم)1

عطف)2 اكسترممfنقاط عطفميf'هاي، اگر قائم) عطف جز (به باشد،fباشد، محورf'افقي روي داردxاكسترممي .ها

تقعر)3 كه جاهايي بالاست،fدر به تقعرf'رو كه جاهايي در و است،fصعودي پايين به است.f'رو نزولي

بازه)4 كهدر است،fهايي محورf'صعودي بازهxبالاي در كهو است،fهايي محورf'نزولي است.xپايين

زاويه)5 ناپيوستگيfدارنقاط نقاط ،'fباشد.مي



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

نمودارهايموضوع: بين f,'fارتباط

با)6 قائمfزگشتنقاط ميf'مجانب ساده انفصال باشد.با

قائم)7 عطف قائمfنقاط مجانب ،'fمي مضاعف انفصال باشد.با

:f

:'f

:f

:'f



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

نمودارهايموضوع: بين f,'fارتباط

خط)8 kyاگر تابع= افقي yباشد،fمجانب = افقي0 است.f'مجانب

خط)9 baxyاگر مايل=+ ayباشد،fمجانب افقي= بود.f'مجانب خواهد

خط)10 axاگر قائم= باشد،fمجانب ساده انفصال xبا = aقائم است.f'مجانب مضاعف انفصال با

:f

:'f



كتاب: عموميعنوان رياضي

مشتق:4فصل كاربردهاي

نمودارهايموضوع: بين f,'fارتباط

خط اگر xو = aقائم باشد،fمجانب مضاعف انفصال xبا = aقائم بود.f'مجانب خواهد ساده انفصال با

خط)11 xاگر = aتابع حتماfًبر باشد مماس نيم يا باشد وf'مماس بازگشت توقف، نقاط مانند داشت خواهد قائم مجانب نقطه اين در

قائم. عطف
مثل توقف xنقطه

:'f

:f

:'f


